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Resumen. Se presenta en esta comunicación el tratamiento de problemas de potencial 
en sistemas bidimensionales, haciendo uso de la discretización de su contorno o fro..!:_l 
tera mediante elementos parabólicos tanto en geometría como en las variables de 
campo. Se estudian las ventajas frente al uso de elementos isoparamétricos lineales 
dentro de la teoría del potencial. Se presenta también un estudio sobre las zonas sin 
guiares a que dan lugar los elementos parabólicos degenerados. 
INTRODUCCION 
El Método de las Ecuaciones Integrales de Canto!:_ 
no constituye una herramienta Útil y poderosa pa-
ra la resolución numérica de problemas que im·p!J 
quen condiciones de contorno. Con este propósj_ 
tose le está, en los últimos años, dando consid~ 
rabie importancia dentro del área de la física-m~ 
temática, debido a las serias ventajas que pre-
senta frente a los métodos que irr.plican la discr~ 
tización completa del dominio analizado. En efe~ 
to, una de las más interesantes resulta ser la r~ 
ducción considerable que se alcanza en los con-
juntos de ecuaciones del comportamiento frente a 
los sistemas obtenidos en métodos de "dominio" 
así como también la disminución en el volumen de 
datos necesarios requeridos para la resolución 
del problema. 
Esta comunicación, así como las distintas refe-
rencias consignadas ponen en evidencia lo esta-
blecido, siendo su propósito el presentar dentro 
del campo de la teoria del potencial la implemen-
tación de estos procesos numéricos en interpola-
ción cuadrática bidimensional tanto en geometría 
como en las funciones de aproximación de las va-
riables que influyen en el comportamiento del pr_9 
blema analizado; así como el estudio de loscam¡:x:s 
de singularidades presentados en la utilización 
de los elerr.entos discretizadores. 
FORMULAC 1 ON ELEMENTOS DE CONTORNO 
Sea un dominio O = O U a O sobre el que se e!2 
cuentran impuestas condiciones sobre la superfj_ 
cie a D. Si se define por 6 (x) y 1\1 (x) dos funcio 
nes escalares en el contínuo finito O simplemen-:=_ 
te conexo. 
E 1 Teorema de Green establece: 
(1) 
donde n es la normal externa al dominio en ao. 
F·ara funciones 6 que curr.plan las condiciones de 
armonic idad 'i/ 2 ~ =Ü y func ionesljJ que verifiquen 
las soluciones fundamentales de la ecuación de -
Laplace: 
2 
'i/ 1\1 (x, y) + /'o, (x, y) = O (2) 
donde /'o, (x,y) =función Delta de Dirac. 
La expresión (1) adquiere la forma: 
(x) + f ao 6 ( )~ 3 :~x .r_) ds ~~O • (x,y) (3) 
donde X e y verifican: X e 0, ye aO. 
Haciendo tender el punto x e O al contorno: 
x -+ aD; la ecuación integral (3) presenta la for-
rna: 
dx) 6 (x) •¡ 6 {y) 3 dx,y) ds (~·) ~r ~ (x,y) ~) ds (yl 
ao <n .30 an (4) 
donde e (x) es una función que depende de la ge2_ 
metría de la superficie del dominio anal izado y 
corresponde a los valores principales de Cauchy 
de las integrales que aparecen en ambos miembros 
de la expresión (3). 
Los rr.étodos de contorno en teoría del potencial -
se reducen por consiguiente a la integración num~ 
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rica de dicha ecuación sin más que definir la fu~ 
ción .¡, según se trate de analizar un problema-
bidimensional o tridimensional y cuya expresión 
la definen: 1 1 
.¡,2(x,y)=-z--;-1n r(x,y) 
1 1 
ó .¡,3 (x,y) = ~ r(x,y) 
que corresponden a las soluciones bi-tridimensiQ_ 
na les de la ecuación de Laplace (2). 
PROCED 1M 1 EN TOS NUMER 1 COS 
Para la implementación numérica de la ecuación 
integral obtenida en (4), se debe primero re~l izar 
una discretización de la superficie ao de D en 
un número de elementos. 
- 2 
Para el caso que nos ocupa D e E y, por consJ. 
guiente, a D al representar un contorno de domJ. 
nio bidimensional podrá ser discretizado en E?le-
mentos monodimensionales definidos por dos o -
más nodos, dependiendo de la interpolación est~ 
blecida para la aproximación de la geometría: 1 i-
neal, cuadrática o de ordenes superiores 
><. 
J 
1 2 
X. 
1 
oD 
F ig. l. Discretización de a D. 
por elementos de contorno. 
Las coordenadas cartesianas x_a de cada nodo 
. 1 
son especificaciones conocidas, de tal manera-
que, las coordenadas cartesianas de un punto no 
nodal de un elemento vendrán dadas, en coorden~ 
das natural es por: 
x (~) = N a (~) x~ 
i 1 
Para el caso particular de definición parabólica: 
N2 ( ~) = 1 - ~ 2 
N 3 (~;; ) = ~ 1: ( ~ - 1) 
a 
Las funciones N ( f,;) son conocidas como tunciO-
nes de forma en coordenadas naturales ~, mos-
trándose en la figura adjunta sus represeritaciQ_ 
nes para la integración parabólica 
,~¿j 
3 2 
f,; =0 f,;=Ü f,;=l 
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3 
E;= O 
2 
f,;=l 
1 
f,;=Ü 
AnálogamentE? a la aproximación establecida para 
la geometría, las funciones 1- y ~ :: q defJ. 
nidas en cualquier punto del a n con-
torno, pueden interpolarse a partir de los valores 
de ellas en cada u~o de los nodos haciendo también 
uso de 1 as funciones de forma como : 
a a 
1.> ( ~ ) = N ( ~) • 1.> . 
1 
( 1: ) =- q ( U = N a ( ~) • q ~ 
1 an 
a a 
donde 1.>. y q_ son los valores nodales de las fun 
1 1 
ciones 1.> y .¡, respectivamente. 
Basandose en la discretización establecida, la e-
cuación (4) quedaría como un sistema de ecuacio-
nes integrales; para cada nodo, de la forma: 
donde 1 e ao , k e a D 
IMPLICACIONES D 1 SCRET 1 ZAC ION 
Para el caso de discretización del contorno en 
elementos iscparamétricos cuadráticos; la expr~ 
sión (5) se transformará en: 
N ~'IN NN l { 
~~~ (1<-1) 
e (1) 11(1) + t ¡ llk (k) } ds = (6} k=1 a ok n Jk 1 2 J k 
~~ ... (k+1 ) 
N Qk (k,-Í) 
= r r ~ k 11) [N 1N2N31 { k -1 :o k Cl¡. "" 
d~k 
qk ,,,.,) 
y definiendo por: 
(6.a .) 
(6.b.) 
se obtiene: 
e (1). 11 (1) + ~ (A A A 1 { llk (k-1) ~ 
k=1 1 2 1 t!k (k) } = k~1 
qk (k-1) 
o81_B2BJ] { qk (k) } (7} 
,¡k (k+1) Qk (k+l) 
donde s6. (j) y q_ (j) representan el potencial y el 
1 1 
flujo respectivamente en el nodo j del elemento i. 
Come el número de ecuaciones que deberá ser -
planteado coincide con el número de nodos de la -
discretización, el sistema a resolver presenta la 
forma: 
Coeficientes A y B. 
i 1 
De (6.a.), expresando el diferencial de longitud 
ds~ m función del Jacobiano J(F,;) de la transform~ 
cion, obtenido a partir de su expresión en coord~ 
nadas polares y tomando como origend21 sistema 
de referencia del nodo 1 desde el que se integra; 
se obtiene segGm se muestra en la figura: 
Fig. 3. Integración polar sobre un 
elemento. 
. _u_) ds = - ¡N. ( E,;) d w k 1 a n k 
y expresando de d w en función de 1 a coordenada 
natural di; y de las funciones de forma: 
' ' ( ¿ N. y J ( ¿N. x.) - (1::\J. y. ) ( ¿ N x.) 
1 1 1 1 1 1 i 1 
------------~~--------~-------di; 2 2 (¿N_ x.) + (¿N. y_) 
1 1 1 1 
se alcanza: 
y.) (¡N. x.) -(IN. y~) \t N'. x) 
1 1 1 1 1 1 1 
(tN. ><. l2 + (tN. Y. )2 
1 1 1 1 
d~ (1 0) 
Expresión válida para cualquier tipo de elemento 
(parabólico, cúbico, etc.). 
Análogamente y para la expresión (6.b.), en car 
tesianas se consigue; 
donde : 
a= x 1 -2x2 + x3 
b-~3 
- 2 
(11) 
c= y
1
-2y2 +Y3 
d-~3 
- 2 
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y x., Y. representan las coordenadas de los no-
dos1 i (i1= 1 ,2.3) que constituyen cada elemento. 
1 NTEGRAC 1 ONES SOBRE EL PRO 
P 1 O ELEMENTO 
En la ecuación (7) aparecen términos (A. y B.)-
1 1 
que corresponden a integraciones que se efectuan 
desde un nodo a su mismo elemento. Es estos ca-. 
sos las integraciones deben ser realizadas anal..!. 
ticamente, debido a las singularidades que prese!2_ 
tan en la integración numérica. 
La integración analítica de la expresión (10) da lu 
gar a: 
A 
1 
-f 
-1 N (E,;) 
f3 
2 2 ( i; +a ) -+t3 
donde a .y f3 dependen del nodo del elemento desde 
el que se real iza la integración (nodo tipo 1, 2 ó 
3), dando luoar a: 
A =-
1 
f3 
2 [12 + 11] 
y donde: 
1 a ~1 . a -1 ]. 
1 = - [ar·e tg -r- - are tg -e-
o S HL 2 1 "+1 
, 1+ <...--> + _a_. - '~'''" rg( _!!..::......__) -are tg ( --¡¡-i 
11 = l In --a--1-? 5 . . 8 
,. <;-sr 
_a_ - pl 'are tg ( 2..-s+ 1 ) - are !g ( ~} + a1n 
12=2+( S " 
E·n contrapartida, la integración de la expresión 
(11), no tiene facil primitiva, debiendo en gene-
ral ser calculada numéricamente, por descompo-
sición de ella en dos subgrupos de integrales del 
tipo: 
B f f ( i;) d i; + f 
-1 o 
ZONAS DE S 1 NGULAR 1 DAD 
Cabria plantearse la posibi 1 idad del análisis de 
contornos lineales geométricamente haciendo uso 
dP intPrpolaciones cuadráticas, afín de demos-
trar si la posibilidad de utilización de elementos 
parabólicos degenerados (lineales) es factible. 
De la expresión (10), para el caso de elementos 
1 ineales, e integración desde el nodo 1: 
1 Yz "3- "2 YJ • 1 d ~ 
A¡ = 1 . N; a 2 e )2 
,.1 <~-;- - "z> ·<~-z - Yz 
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La integral exige un tratamiento cuidadoso para v~ 
lores nulos del denominador. Esto ocurre cuando, 
encontrandonos en elementos lineales en geome-
tría, se verifique 2 2 
[, = 
X ~ -2 
-2 
x2 y2 
y como E, varía en el campo: -1 :_ [, _:_ 1 
se verificará. 2 x 2 
o, análogamente, cuando 
Es decir, existirá problema de singularidad cua!]_ 
do el nodQ central del elemento se encuentra ge2_ 
métricamente en una zona comprendida a una dis-
tancia de 1/4del nodo 1. 
~ 
[,= 1/4 
~ ~ 
[, =-1 [,=0 [,=1 
Fig.4. Zona de singularidad Geométrica. 
Similarmente se. podría haber real izado el estudio 
de las integraciones desde el nodo 3, dando lugar 
a la restricción x < x /4 . 2- 1 
Del estudio de las integraciones desde nodos del 
tipo 2 se deduce la no singularidad de las integr~ 
les. 
Por analogía en las A., el análisis de los coefi-
cientes B. ratifican la
1
s mismas restricciones ob-
1 
tenidas para A¡, de modo que resumiendo, se pu~ 
de establecer que fuera de las zonas cercanas, 
1/4 de la longitud total del elemento de los extr~ 
mos, es donde debe colocarse geométricamente 
la posición del nodo 2 para realizar una discret..!_ 
zación correcta, salvando las zonas de singular_!_ 
dades geométricas posibles. 
1 MFLEMENT AC 1 ON NUMER 1 CA 
A fín de ratificar práctica y experimentalmente el 
desarrollo teórico expuesto, se ha elaborado un 
programa capaz de abordar problemas en poten--
cial con capacidad para una discretización de 100 
elementos de contorno y 100 puntos internos eje-
cutandose para distintos problemas clásicos. 
ALGUNOS EJEMPLOS DE PROBLEMAS 
l.--Flujo de calor en placa cuadrada. 
Sea la placa cuadrada sobre la que se encuentran 
definidas las siguientes condiciones de temperat!:! 
ra y aislamiento. 
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q=O 
~=30000=0 
q=O 
Fig.5. Placa cuadrada.Condicio 
nes de contorno. 
Identificando a la variable 0 como asociada a la 
temperatura y q al flujo de calor. 
En este ejemplo el contorno discretizado en ele-
mentos 1 ineales o parabólicos degenerados repr~ 
sentará exáctamente al real, por lo que depen--
diendo de la interpretación establecida (distri-
bución de las variables 0 y q) sobre el contorno 
se obtendrán resultados más o menos aproxima-
dos. 
A continuación se muestran los resultados obte-
nidos en una discretización parabólica frente a 
discretizaciones lineales. 
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Fig. 6 Discretización empleada 
TABLA 1 . Resultados pi a ca cuadrada. 
NODO TEORIA D. LINEAL D. PARABOLICA 
A 200 200.001 200.00003 
B 200 200.001 200.00003 
e 150 150.000 150.00002 
D 100 ]00.000 100.00002 
E 100 100.000 100.00002 
F 50 49.9991 50.00020 
G 50 49.99916 50.00018 
H 50 49.99988 50.00015 
50 50.00002 so. 00017 
2.--Temperatura en placa cuadrada. 
Fara el ejemplo presentado en la F ig. 7 (Probl~ 
ma de Newmann), de pi aca cuadrada, dicho pro-
blema presenta indeterminación en la aplicación 
directa de las condiciones de contorno, puesto que 
existen infinitas distribuciones posibles de,) . -
Por lo que es preciso fijar el valor de la función 
en un punto para que la distribución sobre todo el 
dominio quede así fijada 
q=O 
B 
q= 50 e q=-50 
o 
q=O 
Fig. 7. Temperatura en Placa Cuadrada. 
T ABLA2 .-Resultados placa cuadrada 
Soluc.Fijando A Soluc.Fijando A 
NODO TEORIA LINEAL PARABOLICO 
A o o o 
B 150 149.9900 149.99990 
e 300 299.9900 299.99990 
D 150 150.0000 150.00000 
E 150 149.9900 149.99992 
Las discretizaciones utilizadas tanto para la impl~ 
mentación lineal como parabólica son las mostra-
das en la F- ig. 6. 
3.--Torsión en Barra Elíptica. 
La torsión en una barra elíptica se reduce según 
Saint Ven tal estudio de la función potencial de 
alabeo ,) = -o'6 xy, donde a ,) 
-b2 + a2 __ íl_n_= -x ._y 
donde a y b representan los ejes ¡}J 2-;-t__ 4 _2_ 
va y +u x de la elipse. 
La resolución de este problema por el M.E.C. se 
reduce a discretizar un cuadrante de la sección 
elíptica de la barra y estudiar su comportamiento 
.con las condiciones de contorno establecidas en 
1 a figura adjunta. 
13 .--+-==----
14 
15 
1fi 
0 =o 17 
18 
2 
0 =o 
3 4 5 6 7 
Fig. 8 Cuadrante de barra elíptica 
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Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 
adjunta confrontados con los teóricos • 
TABLA 3.- Resultados 8,1rra Elíptica. 
NODO TEORIU APROX. Ntn-IERI CA 0 
8 -12.49 -12.833 
9 -14.84 -15.144 
10 -12.00 -12.068 
11 -8.00 -8-;-9-7-l 
12 -3.94 -3.963 
A -0.833 -0.842 
B -3.333 -3.370 
e -7.50 -7.599 
D -3.333 -3.398 
E -3.333 -3.361 
CONCLUS 1 ONES Y COMENTAR 1 OS 
Con esta comunicación se ha pretendido poner de 
manifiesto la importancia de los métodos de fun-
ciones de Green para la resolución numérica de 
problemas potencial es, demostrando la aproxima-
ción y eficiencia conseguida en ejemplos de solu-
ción teórica conocida; haciendo resaltar también 
la importancia que conlleva el análisis de las si~ 
gularidades de los integrandos en las ecuaciones 
establecidas, así como el campo de discretización 
para la resolución de los problemas planteados. 
E 1 diseño de 1 os programas de computador para 
el análisis del método de las ecuaciones integra-
les de contorno es un tema complejo que obviamos 
en esta comunicación pero al que debe ser dedic~ 
da gran atención , debido a que es la eficacia 
de las rutinas para el cálculo de los coeficientes 
de las ecuaciones de contorno, y para el cálculo 
de los puntos internos las que establecen la op~ 
ratividad y coste del funcionamiento del progra-
ma. 
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SUMMARY 
This paper presents a B.I.E.M. for potential --
theory, using in the discretization a completely 
isoparametric parabol ic formulation; that is, the 
field variable, its first derivative and the bounda-
ry domain are interpolated using second orden -
piecewise poi inomic. Several results are preserted 
and comparison is mode with other simpler formu-
lations·. Al so treated is the posibi 1 ity of modell ing 
singular behavior by moving the midside mode of 
selected elements. 
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